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2.3 Methoden der Verhaltensanalyse 

Berechnungs- und Simulationsergebnisse beantworten in der Regel die Aufgaben- und Prob-
lemstellung nicht direkt, sondern müssen zuvor noch aufbereitet und analysiert werden. Die 
gebräuchlichsten Analysemethoden sind die Bewertung, die Sensitivitätsanalyse und die 
Optimierung. 

2.3.1 Bewertung 

Die Bewertung erfolgt zumeist über Kenngrößen und im Vergleich. 

2.3.1.1 Einzelne Kenngrößen eines Verhaltensbereiches 

Bild 2.342 zeigt für jeden Verhaltensbereich Beispiele für Bewertungskenngrößen. 

 
Bild 2.342  Beispiele für Kenngrößen aus den Verhaltensbereichen 

In Tabelle 2.15 sind am Beispiel von Genauigkeitskenngrößen ihre Ursachen, Erfassung, 
Aufbereitung und Aussagen zusammengestellt.  

Fehlerursachen Spindelsteigungsfehler 
Einzelachsfehler, Winkel-
fehler zwischen Achsen 

Gesamtes Genauig-
keitsverhalten von Ma-
schine und Prozess 

Fehlerwirkung an Einzelachse am Achsverbund am Werkstück 

geeignete Messbahn Gerade (1D) 
Für einfache 
Kinematiken: ebene 
Kreisbahn (2D) 

Werkzeugbewegung im 
NC-Programm (3-5D) 

Messsystem diskontinuierlich mit 
Laserinterferometer 

quasikontinuierlich mit 
DBB,KGM 

Fertigung Prüfwerkstück 

Datenaufbereitung glätten beschneiden, glätten, 
FFT 

Vermessung Prüfwerk-
stück auf KMM 

Kenngröße 

Kinematik Statik Thermik Dynamik 

Nachgiebigkeit 
bzw. Einflußzahl 

Nki bzw. aki = fk / Fi 
 

Steifigkeit 
cik = Fi / fk  
i = j : Direkte ... 

i = j : Kreuz ..... 
 

Materialausnutzung 

mik = cik / V 
 

Allgemein Genauigkeit 

GX = xBezug/(xsoll-xist) 

Positionsabweichung 

xij = Pij - Pi 

Geradheitsabweichung 

Wiederholgenauigkeit 

Kreisformabweichung 

... 

Umkehrspanne 

Bi = xi↑ - xi↓ 

Verformungsanteil 

aij = fi Tij / fj 
... 

Thermische Drif 
nach ISO 230-3  

(Dx,y,z)TCP (nLeer,tB)  

 

Thermische Steife 
ctherm = DTB / fTCP,B  

oder 

ctherm = PV / fTCP,max 

 

Zeitkonstante und 

Beharrungswert der 
Sprungantwort 

t, DTB 
...  

 

Eigenfrequenzen, 
Dämpfungsmaße und 

Resonanznachgiebigkeiten 
wl, Dl und NTCP(WR) 

 

Stabilitätsgrenzwerte 
bgrenz(n) 

 

Antriebsparameter, 

z.B. Hochlaufzeit 

tH 
 

Reglerparameter, z.B. 
Geschwindigkeitsverstärkung 

KV 
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Genauigkeitskenngrößen 
Positionierabweichung, 
Umkehrspiel 

Kreisumkehrspanne, 
Kreisformabweichung, 
Radialabweichung 

Form-, Maß- und Lage-
abweichung am Werk-
stück 

Aussage/Nutzen 
Bewegungsgenauigkeit 
der Einzelachse in Achs-
richtung 

Hinweise auf Fehlerursa-
chen, Bewegungsgenau-
igkeit zweier interpolierter 
Achsen 

Fertigungsgenauigkeit 
der Maschine unter 
realen Bedingungen 

Tabelle 2.15  Beispiele aus der Kinematik 

 

2.3.1.2 Mehrere Kenngrößen eines Verhaltensbereiches 

Sollen die relevanten Verhaltenseinflüsse auf das drei- bis fünfdimensionale Bearbeitungser-
gebnis bewertet werden, so müssen aus den eindimensionalen mehrdimensionale Kenngrö-
ßen gebildet werden, wie Bild 2.343 an Beispielen der Statik demonstriert. 

Beispiele aus der Statik: 

 
Bild 2.343  Beispiele zur „Verdichtung“ der Steife 

Die Untersuchung des Einflusses der statischen Bearbeitungskräfte auf die Konturfehler führt 
zur quantifizierbaren Forderung nach hohen und möglichst gleichen Hauptsteifigkeiten an 
der Schnittstelle von Werkstück und Werkzeug. Dieses scheinbar triviale Ergebnis bereitet 
jedoch bei einer allgemeingültigen Umsetzung in Gestaltungs- und Dimensionierungsforde-
rungen an die Gestellbaugruppen erhebliche Schwierigkeiten. Die Probleme resultieren ei-
nerseits aus der Vielfalt möglicher Bauformen und -größen, Achsaufteilungen und funktionel-
ler Randbedingungen sowie aus wesentlichen Zusatzforderungen, wie beispielsweise nach 
wirtschaftlichem Materialeinsatz und geringer Aufstellfläche und andererseits aus dem nume-
rischen Charakter der zugrundezulegenden Steifigkeits- bzw. Verformungsberechnungen. 
Praktisch wird aufgrund dieser Schwierigkeiten von allgemeingültigen Aussagen zu den 
Hauptabmessungen der Gestellbaugruppen gänzlich Abstand genommen und statt dessen 
werden für ein konkretisiertes Gestellkonzept mit den Methoden numerischer Variantenver-
gleiche und Optimierungsverfahren die Abmessungsrelationen der Gestellbaugruppen fest-
gelegt. Ein solches Vorgehen kann jedoch nicht darüber hinwegtäuschen, dass für die ent-

Resultierende Steifigkeit bei Belastungsrichtung i:   ci = Fi / √ Sfk2 

k 

Gesamtsteifigkeit bei gewichteten Belastungsrichtungen :   cges = (Seici)/Sei 
i i 

Mittlere Steifigkeit bei gewichteten Baugruppenpositionen :   ci = (Selci(Pl)/Sel 
l l 



 

335 

scheidende Konzeptphase - nämlich die Beantwortung der Fragen nach den Abhängigkeiten 
von Bauform und Baugröße sowie nach der Aufteilung der Vorschubachsen unter Beachtung 
des Einflusses der Lage der Führungen zum Arbeitsraum - kaum handhabbare Entschei-
dungshilfen vorliegen. Damit werden wesentliche Entscheidungen zu den produktivitäts- und 
genauigkeitsbestimmenden Finaleigenschaften des Erzeugnisses weitgehend traditionellen 
Vorstellungen oder subjektiv empfundenen Trendentwicklungen überlassen. 

Das zwischen der Erzeugung möglicher Aufbauvarianten und der optimalen Dimensionie-
rung ausgewählter Gestellstrukturen klaffende „Loch" im Ablauf der Entwicklung ist nicht 
formal durch eine Erhöhung der an dieser Stelle gebundenen Datenverarbeitungskapazität 
schließbar, sondern bedingt inhaltliche Überlegungen zum methodischen Vorgehen und zu 
adäquaten Modellvorstellungen. Am Beispiel von Bohr/Fräswerken der bewährten Ein- und 
Zweiständer-Ausführungen sollen daher einfache Untersuchungsmöglichkeiten für die 
Grundzusammenhänge von Bauform und -größe auf die Volumen-Steifigkeitsrelationen im 
Hinblick auf die statischen Konturfehleranteile vorgestellt werden. 

Beschreibμngsgrößen für die Gestellabmessungen 
Ausgehend von einem repräsentativen Teilesortiment, ergibt sich neben den technologi-
schen Forderungen die notwendige Arbeitsraumgröße der zu konzipierenden Maschi-
ne. Damit liegen im wesentlichen die baugrößenbestimmenden Abmessungen und Orientie-

rungen der Verfahrwege fest. Es erscheint nun zweckmäßig und gerechtfertigt, einer der 
Vorschubachsen in ihrem Einfluss auf die Gestellabmessungen einen Vorrang einzuräumen. 
Für die im  Bild 2.344 dargestellte Einständerbauform in Kreuzschieberausführung ist dies 

die Verstellachse des Kreuzschiebers ݕ, die unmittelbar die Bettlänge ܮ und die Auskra-

gung des Spindelstockes vor dem Ständer ܮ festlegt. Entsprechend wird die mit Bild 2.345 
veranschaulichte Zweiständerbauform durch die Spindelstock-Verfahrlänge auf dem Quer-

träger ݕ charakterisiert, welche direkt die Querträgerlänge ܮொ, den Abstand der Seitenstän-

der sowie die Bettbreite ܤbestimmt. Werden weiterhin für die unterschiedlichen Baugrößen 
geometrisch ähnliche Arbeitsräume zugrunde gelegt, so können die einzelnen Verfahrwege 

in festen Verhältnissen zum Bezugsverfahrweg ݕ ausgedrückt werden, und ݕ kennzeichnet 

unmittelbar die Baugröße. Mit ݕ als Baugröße gilt: 

ݔ = ݓ   ;ݕߟ = ݖ   ;ݕ߱ = ݓߦ =
  .ݕ߱ߦ

 Bild 2.344  Bewertung alternativer 
Strukturen: Problemstellung – 
Einständerstruktur 

Abmessungsverhältnisse: 
ݕ ⁄ݕ = ܫ   0,3 ⁄ݖ = ܪ   2,0 ℎ⁄ = 0,55 
ܤ ⁄ݔ = ௌܪ   1,2 ⁄ݕ = ௌܤ   1,4 ⁄ௌܪ = 1,3 

Neben den Verfahrwegverhältnissen 
ሺߟ, ߱,   ሻ ergeben sich weitere, in ߦ
Bild 2.344 und Bild 2.345 angeschrie-
bene, aus den funktionellen Zusam-
menhängen begründbare, bauform-
spezifisch feste Abmessungsverhält-

Einständer-Struktur 
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nisse ݂, beispielsweise für die Überlaufwege oder aus günstigen Breiten-Längen-Relationen 
für geführte Baugruppen. Sofern diese Abmessungsverhältnisse unabhängig von der Bau-
größe für eine Bauform nicht konstant sind, so ist doch ihre Variationsbreite praktisch ver-
nachlässigbar. 

Die folgenden Größen gelten für sowohl für die Einständer-Struktur nach  Bild 2.344 als auch 
für die Zweiständer-Struktur nach Bild 2.345. 

 

Verfahrwegverhältnisse: ݔ ⁄ݕ = ݓ    1,5 ⁄ݕ = ݖ    1,0 ⁄ݓ = 0,5 
Grundgrößen:   Bedienhöhe ℎ = 1000 ݉݉ 

    Wanddicken: ݏ = 20 ݉݉ 

    Werkstoff: ܧ = 10ହ  ܰ ݉݉ଶ⁄  

Die Abmessungen ܮௌ, ,ܮ ,ௌܪ ,ܪ ,ௌܤ ,ܤ ,ܫ ,ܮ ொܮ , ,ܮ ܮ ,  .ொ sind als Abhängige darstellbarܤ

 
Abmessungsverhältnisse: 

ݕ ⁄ݕ = ொܤ  ;0,1 ⁄ொܪ = ܪ   0,4 ℎ⁄ = ொܪ   ;0,55 ⁄ݖ = 1,2;   ொܶ ⁄ொܤ = ܤ   ;2,2 ⁄ொܪ = 1,0 

ௌܶ ⁄ܦ = ܪ   ;1,5 ℎ⁄ = ܦ   ;0,7 ⁄ݖ = ௌܤ   ;0,3 ⁄ݕ = ௌܪ   ;0,7 ⁄ௌܤ = 1,3 

Bild 2.345 Bewertung alternativer Strukturen: Problemstellung - Zweiständerstruktur 

 

Werden schließlich aus ergonomischen Gründen die Bedienhöhe ℎ, das heißt der Abstand 
von Stand- zu Aufspannfläche, sowie aus Gründen der Modellvereinfachung die Wandstär-

ken ݏ der ersetzenden Bauteilquerschnitte als konstante Grundgrößen eingeführt, so ver- 
bleiben nach dem Anschreiben aller funktionell und geometrisch gegebenen Abhängigkeiten 

Zweiständer-Struktur 
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für die beiden dargestellten Bauformen neben der Baugröße ݕ nur noch die Hauptabmes-

sungen der Ständerquerschnitte ܪௌ und ܤௌ als Variable, zweckmäßig als Verhältnisse no-

tiert. ߢௌ = ௌܪ ⁄ݕ ௌߚ   ; = ௌܤ ⁄ௌܪ    bzw.   ߬ௌ = ௌܤ ⁄ݕ ௌߜ   ; = ௌܪ ⁄ௌܤ  

Mit einem derartigen Vorgehen werden alle für die Berechnung der Volumen-Steifigkeits-
Beziehungen relevanten Gestellabmessungen auf die Baugröße und die 
Querschnittsverhältnisse am Ständer reduziert, wodurch die angestrebten Untersuchungen 
einfach und übersichtlich werden. 

Berechnung der Volumen-Steifigkeits-Relationen am Gestell 
Zur Berechnung der Volumen- und Nachgiebigkeitsanteile der Hauptbaugruppen des Ge-
stells werden einfachste Modellvorstellungen benutzt. Es werden kastenförmige Bauteile mit 
dünnwandig geschlossenem Rechteckquerschnitt zugrunde gelegt. Für die Verformungsbe-
rechnungen werden elastische Balken- und starre Transformationselemente verwendet, Bild 
2.346. 

 

Bild 2.346  Modellelemente zur Verformungsberechnung 
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Die interessierenden Belastungen und Verformungen treten an der Wirkstelle, das heißt rela-
tiv zwischen Werkstück und Werkzeug, auf. 
Infolge der Beschränkung auf die Grundtendenzen des Dimensionierungsproblems werden 
starke Vereinfachungen - insbesondere bezüglich des Schub- und Torsionsverhaltens - vo-
rausgesetzt, welche eine geschlossen analytische Darstellung der Zusammenhänge gestat-
ten. Für die Durchführung der Berechnungen ist es ausreichend, die beiden im Bild 2.346 
dargestellten Grundelemente verfügbar zu haben, wobei von den bekannten 

Elementnachgiebigkeiten (Einflusszahlen) des Balkens ሾܰሿா ausgegangen wird. 

Unter den Elementbelastungen ሼܨሽா, welche mit ሼܨሽா = ሾܽሿ்ሼܨሽ 
aus den globalen Lastenሼܨሽ erhältlich sind, ergeben sich die Elementverformungen zu 

ሼݔሽா = ሾܰሿாሼܨሽா. Diese werden dann durch ሼݔሽ = ሾܽሿሼݔሽா in die globalen Koordinaten 

transformiert. Daraus folgt ሼݔሽ = ሾܽሿሾܰሿாሾܽሿ்ሼܨሽ als Verformungsanteil des Elementes an 
der globalen Belastungsstelle. Für das im Bild 2.346 (unten) dargestellte Element ist neben 
der Verwendung zweier Belastungs-Verformungs-Knoten eine zusätzliche Transformation 
der Randbedingungen durchzuführen. 

Im konkreten Berechnungsablauf werden die in den Strukturen von Bild 2.346 enthaltenen 
Elemente nacheinander, entsprechend Art, Abmessungen und Lage durch Aktualisierung der 
formalen Parameter der Grundelemente abgearbeitet und liefern somit die Anteile, der 
Schnittstellenverformung. Ein solches Vorgehen ist ohne Schwierigkeiten auf statisch be- 
stimmte Strukturen anwendbar, sichert die Überschaubarkeit der Beziehungen und kommt 
durch Umgehung größerer Matrizenoperationen mit einfachindizierten Größen aus. 

Bei Verwendung von aufeinanderfolgenden Einheitsbelastungen an der Wirkstelle sind durch 
Summation der elementbedingten Verformungsanteile die Nachgiebigkeiten an den Wirkstel-
len 

௫ܰ௫ = ௫ݔ ;௫ܨ    ௬ܰ௫ = ௫ܰ௬;    ௭ܰ௫ = ௫ܰ௭ ௫ܰ௬ = ௫ݔ ⁄⁄;௬ܨ    ௬ܰ௬ = ௬ݕ ⁄௬ܨ  

௭ܰ௬ = ௬ܰ௭;    ௭ܰ௫ = ௭ݔ ⁄௭ܨ ;   ௬ܰ௭ = ௭ݕ ;௭ܨ   ௭ܰ௭ = ௭ݖ ⁄⁄௭ܨ  

erhältlich. 
Diese, das Verformungsverhalten der Struktur charakterisierenden, Kenngrößen sind für 
einen definierten Arbeitsraum neben den Variablen nun noch von den Bauteilstellungen, das 
heißt der konkreten Lage der Wirkstelle im Arbeitsraum, abhängig. 
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Bild 2.347 Bewertung alternativer Strukturen: Problematik bei der Formulierung von Bewer-
tungsgrößen 

Bild 2.347 veranschaulicht das Problem der Zusammenfassung mehrerer Kennwerte zu ei-
nem Bewertungskennwert am Beispiel der richtungs- und positionsabhängigen Wirkstellen-
steifigkeit. 
 
Wird zunächst der Wirkstellenlage in der Mitte des Arbeitsraumes, das heißt für die Mittel-
stellung aller Vorschubachsen, die höchste technologische Repräsentanz zugebilligt, so ver-
bleibt das Problem der gleichzeitigen Beurteilung von sechs Nachgiebigkeitskennwerten. Zur 
Reduktion auf einen aussagefähigen Kennwert soll daher eine technologisch sinnvolle Ver-
gleichsnachgiebigkeit definiert werden. 

ܰ = ට൬ቀߛ൫ ௫ܰ௭
ଶ + ௬ܰ௭

ଶ ൯ + ி൫ߛ ௫ܰ௫
ଶ + 2 ௫ܰ௬

ଶ + ௬ܰ௬
ଶ ൯ቁ൰ ሺߛ + ிሻൗߛ        (2.87) 

Dabei stellen ߛund ߛி die Wichtungsfaktoren für die anteilmäßige Bohr- und Fräsbearbei-
tung dar. 
GIeichung   (2.87) lässt sich für die mit  Bild 2.344 gegebenen Strukturbedingungen wesent-
lich vereinfachen. Infolge des Zusammenfalls von Hauptachsen- und Maschinenkoordinaten 
gilt für die Einständerbauform exakt und für die Zweiständerausführung näherungsweise 

௫ܰ௬ = 0. Weiterhin folgt aus den praktischen Steifigkeitsverhältnissen und dem Strukturauf-

bau ௫ܰ௭ ≈ 0 für die Einständerbauform und ௬ܰ௭ ≈ 0 für die Zweiständerbauform. Wird 

schließlich vereinfachend ߛ =   ி gesetzt, dann wird aus   (2.87)ߛ
Für die Einständerbauform folgt damit 

ܰ = ට൫ ௫ܰ௫
ଶ + ௬ܰ௬

ଶ + ௬ܰ௭
ଶ ൯ 2⁄  (2.88) 

und für die Zweiständerbauform 

Allgemeine Steifigkeitsdefinition (linear-elastisch):  cik = Fi / fk  (i,k: Strukturkoordinaten),     
d.h. die Steifigkeit ist abhängig von Ort und Richtung sowohl der Kraft als auch der Verformung! 

Ziel: Maximale Steife bei minimaler Masse (Volumen), d.h.  c / V => Max. 

Ort: 

 Relativbelastung und Relativverformung am TCP. 
Welche Lage des TCP im x y z,w-Arbeitsraum? 

Reduzierung: z.B. nur Berücksichtigung 
ausgewählter Positionen (x,y,z,w)Min,Mitte,Max 

Verdichtung: z.B. Wichtung                                        
mit der Repräsentanz als Bearbeitungsposition 

G(wMin) = 0,3 ; G(wMitte) = 0,5 ; G(wMax) = 0,2  

Richtung: 

 x,y,z für F und f, damit 9 c-Werte 
(Symmetrie: xx, yy, zz, xy, xz, yz) 

Vereinfachung: z.B. nur Berücksichtigung 
der direkten Steifigkeiten cxx , cyy , czz  

Verdichtung: z.B. Vektorbetrag             

cxyz =  Ö cxx
2+ cyy

2+ czz
2 

cm
xyz = 0,3 cxyz(xMitte,yMitte,zMitte,wMin)+0,5 cxyz(xMitte,yMitte,zMitte,wMitte)+0,2 cxyz(xMitte,yMitte,zMitte,wMax)  



 

340 

ܰ = ට൫ ௫ܰ௫
ଶ + ௬ܰ௬

ଶ + ௫ܰ௭
ଶ ൯ 2⁄ , 

(2.89) 

 beziehungsweise die reduzierte Steifigkeitskenngröße ܥ௫௬௭
௪ ଶ⁄ = 1 ܰ

௪ ଶ⁄⁄ . 

(Der Exponent w/2 soll auf die Mittelstellung aller Bauteillagen verweisen.)  

 
Bild 2.348  Bewertung alternativer Strukturen: Verdichtete und gewichtete Steifigkeit 

Für die folgenden Parameteruntersuchungen soll stets ein Arbeitsraum mit den 

Verfahrwegverhältnissen ߟ = 1,5;    ߱ = 1,0 und ߦ = 0,5 zugrunde gelegt werden. 

Eine eingehendere Variablendiskussion liefert die günstigen Abmessungsverhältnisse 

ௌߢ = 1,4;   ߬ௌ = 0,7 bzw. ߚௌ = ௌߜ   ;1,3 = 1,3 für welche die folgenden Untersuchungen 
durchgeführt wurden. Bild 2.348 (links) zeigt für Ein- und Zweiständerausführung den Ein-
fluss der Stellung von Spindelstock bzw. Querträger, das heißt die Abhängigkeit der Verfor-

mungskenngrößen von der ݓ-Fahrt. 

Die Zweiständerbauform weist vor allem unter Fräsbelastung einen großen Einfluss der 

Querträger-Höhenstellung aus. Im mittleren bis oberen Arbeitsbereich der ݓ-Achse liefert 

die Zweiständerausführung praktisch über dem gesamten Baugrößenspektrum keine Vorteile 
gegenüber dem Einständer im reduzierten Steifigkeitsverhalten. Die aus dem Einfluss der 

-Stellung folgende Varianz der dem Bauformvergleich zugrunde- gelegten Steifigkeits- ݓ
kenngrößen führt zum Verwischen des baugrößenabhängig begründbaren Überganges von 
der einen zur anderen Bauform. Es soll daher im weiteren eine technologische Wichtung der 

 Stellungen vorgenommen werden. Zum Beispiel wird für ௫ܰ௫ folgen- ݓ

 ௫ܰ௫
 = ሺ∑ ߛ ௫ܰ௫


 ሻ ሺ∑ ߛ ሻ⁄  

 mit  ݅ = 1 für die untere ݓ -Stellung, ݅ = 2 für die Mittelstellung sowie ݅ = 3 für die obere 

ଵߛ Stellung und- ݓ = ଶߛ   ;0,3 = 0,5und ߛଷ = 0,2 verwendet. Die derart gewichteten 

Nachgiebigkeiten werden zur Berechnung der Steifigkeit ܥ௫௬௭
 verwendet. 

cxyz 

y 

wMitte 

wMin 

wMax Einständer 

Zweiständer 

Einfluss der w-Stellung auf die Steifigkeit 

für: xMitte,yMitte,zMitte sowie wMin,wMitte,wMax 

300       400       500        600         700         800        900      1000 

600 

 

500 

 

400 

 

300 

 

200 

 

100 

 

  0 

cm
xyz 

N 
mm 

y 

repräsentative Steifigkeit 

Einständer 

Zweiständer 
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Bild 2.349 Bewertung alternativer Strukturen: Maximum des Steifigkeits-Volumen-Verhältnis 

Bild 2.349 (rechts) zeigt die entsprechenden Steifigkeits-Volumen-Verhältnisse über der 
Baugröße. Die Darstellung liefert durch die Verwendung günstiger Ständerabmessungsver-

hältnisse und die Berücksichtigung des Einflusses der ݓ -Stellung eine Einschränkung und 
Verschiebung des Übergangsbereiches von Ein- und Zweiständerbauformen zu Baugrößen 

400 ݉݉ < ݕ < 600 ݉݉. Im Bild 2.349 (links, unten) ist die Häufigkeit real ausgeführter 
Ein- und Zweiständerbauformen über der Baugröße aufgetragen. Demnach bestätigt auch 
die Praxis den Übergang der Bauformen in der Nähe ݕ = 500 ݉݉. 

2.3.1.3 Mehrere Kenngrößen aus verschiedenen Verhaltensbereichen 

Die Praxis bei der Entwicklung der Werkzeugmaschinen ist gekennzeichnet von dem Stre-
ben mehrere Ziele, die sich häufig auch noch widersprechen, zu erreichen. Dabei sollen die 
geometrisch-kinematischen und die thermisch bedingten Fehler minimal sowie die statischen 
und dynamischen Steifigkeiten maximal werden. Und das bei minimalen Volumen, Aufstell-
fläche und Aufwand sowie bei maximaler Leistungsauslastung und Antriebsdynamik. Die 
Bewertung so breit gestreuter Forderungen mit Kenngrößen ist nicht zielführend, ganz zu 
schweigen von den Schwierigkeiten, den Aufwand objektiv zu bemessen. Bild 2.350 veran-
schaulicht, wie komplex sich bereits die Bewertung der statischen und dynamischen Eigen-
schaften darstellt. 

 
Bild 2.350 Ziele und Restriktionen bei der Gestaltung aus den Bereichen Statik und Dy-

namik 

Zwei-
ständer 

Ein-
ständer 

V 

cm
xyz 

y 

Zwei-
ständer 

Ein-
ständer 

wMax 

wMitte  

wMin  
Wichtung    

der w-Stellung 

y 

cm
xyz / V 

Zweiständer Einständer 

300      400       500       600       700      1200     1400     1600 

Häufig-
keit 

y 

Einständer Zweiständer 

Typische Ziele einer Gestaltung (Struktur, Dimension): 
Verformung minimal oder zumindest begrenzt :  fk < fk0 

Niedrigste Eigenfrequenz maximal oder zumindest begrenzt :  w1 > w10 
Masse bzw. Volumen minimal oder zumindest begrenzt :  m bzw. V < m0 bzw. V0 

Typische Restriktionen einer Gestaltung (Struktur, Dimension): 
Abmessung begrenzt bzw. gestuft bzw. fix :  Li < oder > Li0 bzw. Li = (Li1, ..., Lin) bzw. Li = Li0 

Fläche bzw. Teilvolumen begrenzt :  Ai < Ai0 bzw. Vi < Vi0 
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2.3.2 Sensitivitätsanalyse 

Die Sensitivitätsanalyse ist eine Vorstufe bzw. der erste Schritt einer deterministischen Opti-
mierung. Im Zusammenhang mit der optimalen Dimensionierung identifiziert die größte Pa-

rametersensitivität (analytisch: ߙ = ߜ ܸሺܲሻ ൫ߜ ܲ൯⁄ ; numerisch: ߙ ≈ ∆ ܸሺܲሻ Δ ܲ⁄  die 

Suchrichtung. Um die Vergleichbarkeit zwischen den Parametersensitivitäten für unter-
schiedliche Parameter sicher zu stellen, muss die Parameterdifferenz 

Δ ܲ = ൫ߝ ܲ,ெ௫ − ܲ,ெ൯  

relativ gesetzt werden. ߝ steht für den Prozentsatz. 

2.3.3 Optimierung 

Während der Umgang mit den Kenngrößen im Rahmen der Bewertung und der Sensitivitäts-
analyse offen für manuelle Eingriffe ist, müssen in der Optimierung alle Zielfunktionsanteile, 
Restriktionen und Bedingungen exakt festgelegt werden. Da die Ziele und die Bedingungen 
oft kaum beschreibbar und gegensätzlich sind, liefern die Optimierungsergebnisse häufig 
unkontrollierbare Kompromisse, wenn die Optimierungsmodelle nicht der Aufgabenstellung 
entsprechen. Es sei hier ausdrücklich davor gewarnt, in der Optimierung das Allheilmittel 
gegen fehlendes Fachwissen, Konstruktionserfahrung und mangelnde Kreativität zu sehen. 
Die Optimierung setzt für ihre erfolgreiche Anwendung gerade erhebliches Wissen voraus, 
um die sinnvollen Einsatzgebiete zu identifizieren und zu beschreiben. Das  Bild 2.351 stellt 
Merkmale des Optimierungsmodells zusammen. 

 

Bild 2.351  Merkmale des Optimierungsmodells 
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Bild 2.352  Optimierungsverfahren aus Modellsicht 

 
Kontinuum  

ோߪ = ሻݔሺܯ ோܹ⁄ = ௫ܨ6 ሺܾℎଶሻ⁄ ;    ℎሺݔሻ = ඥሺ6ܨ௫ ሺߪோܾሻ⁄ ሻℎ = ℎሺ݈ሻ = ඥሺ6݈ܨ ሺߪோܾሻ⁄ ሻ 

ℎሺݔሻ = ℎඥሺݔ ݈⁄ ሻ 

 
Bild 2.353  Träger gleicher Randspannung 

 
Bild 2.354  Vergleich von Parameter- und Topologieoptimierung an einer Tragstruktur 
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2.3.3.1 Parameteroptimierung 

Das Problem der Dimensionierung statisch und dynamisch beanspruchter Baugruppen be-

steht in der Wahl solcher Abmessungen, die für die Gesamtstruktur eine Erfüllung der in der 

entsprechenden Anforderungsliste fixierten statischen und dynamischen Verhaltensforde-

rungen garantieren. Sollen  im Rahmen der Dimensionierung zusätzlich ökonomische As-

pekte Berücksichtigung finden, so gelangt man vielfach zu einer Optimierungsaufgabe. Es 
sind dann z.B. die Verhaltensforderungen über die Abmessungen der Struktur mit einem 
Aufwandsminimum zu realisieren. Aber auch ohne die Hinzunahme derartiger Zielstellungen 
kann die Dimensionierung eine Optimierung erfordern, wenn einzelne Abmessungen von 
gegenläufigem Einfluss auf verschiedene interessierende Verhaltensgrößen sind. 

Das Optimierungsproblem der Dimensionierung lässt sich in eine mathematische Optimie-
rungsaufgabe überführen, sofern der Aufbau eines mathematischen Modells zur Formulie-
rung von Zielfunktion und Restriktionen in Abhängigkeit von den Variablen möglich ist, Bild 
2.355. 

 
Bild 2.355  Modellebenen der Parameteroptimierung 

Hierfür erweist sich das Balkenmodell als besonders geeignet, da damit bei relativ geringem 
Modellierungs- und Berechnungsaufwand die Zusammenhänge von Kosten- bzw. Werkstoff-
einsatz sowie statischen und dynamischen Verhaltensgrößen einerseits und konstruktiven 
Abmessungsgrößen andererseits funktionell dargestellt werden können. Zudem entspricht 
das Balkenmodell am besten dem geometrisch-strukturellen Abstraktionsgrad für die Dimen-
sionierung der grobgestalteten Entwurfsvarianten. 

Bei der Überführung des Dimensionierungsproblems in eine mathematische Optimierungs-
aufgabe werden den Problemgrößen der Aufgabenstellung der Dimensionierung die Be-
standteile des mathematischen Optimierungsmodells: Zielfunktion, Variable und Restriktio-
nen zugeordnet. Mit der Zielfunktion wird das Kriterium formuliert, nach welchem die Variab-
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len optimal gewählt werden sollen. Für die Dimensionierung besteht hier das Ziel des Kos-
tenminimums oder der Realisierung von extremen Verhaltensforderungen. Der Zusammen-
hang von Zielfunktion, Variablen und Restriktionen wird durch das mathematische· Optimie-
rungsmodell realisiert. Die Bestimmung der optimalen Variablenwerte erfolgt durch die Mini-
mierung der Zielfunktion. Da sowohl die Kosten als auch die Verhaltensgrößen nichtlinear 
von den Abmessungen abhängig sind, handelt es sich bei der optimalen Dimensionierung 
um eine Aufgabe der Nichtlinearen Optimierung. Zur Schaffung der theoretischen und prakti-
schen Voraussetzungen für die optimale Dimensionierung der Gestellbaugruppen von Werk-
zeugmaschinen bedarf es einer Reihe grundsätzlicher Betrachtungen zu den Problemen der 
Gestaltung der Zielfunktion und der Auswahl des Suchverfahrens. Folgend sollen die we-
sentlichsten Aspekte dieser Probleme erörtert werden. 

Das Grundprinzip einer Optimierung lässt sich am einfachsten mit der Existenz gegenläufiger 
Teilziele charakterisieren. So bewirkt z.B. eine Vergrößerung der Querschnittsabmessungen 
eines Gestellteiles eine Verringerung der statischen Nachgiebigkeit, aber zugleich auch eine 
Vergrößerung der Gestellmasse. Da die Zielstellung eine geringe Nachgiebigkeit bei kleiner 
Masse verlangt, können die beiden Teilziele nicht unabhängig voneinander verfolgt werden; 
es ist der optimale Kompromiss zwischen den Teilzielen zu suchen. 

Minimierung mit mehreren Teilzielen 
Die praktische Realisierung einer Minimierung mit mehreren Teilzielen ist auf sehr verschie-
dene Art möglich. Bild 2.356 zeigt die gebräuchlichsten Verfahren an einem extrem einfa-
chen, eindimensionalen Beispiel mit den gegenläufigen Teilzielen:  

ଵܨ = ݂ ∗ ଶܨ   ,ܺ = ܽ ܺ⁄ . 
. 

 
Bild 2.356  Minimierung mit mehreren Teilzielen 

Für eine Minimierung beider Teilziele innerhalb ܺ ≤ ܺ ≤ ܺ
∗൫ ܸ൯ ist das Optimum für ܺ 

gesucht. Die Minimierung isolierter Teilziele führt zu den einzelnen Randextrema und liefert 
hier für den eindimensionalen Fall ein eindeutiges Ergebnis; für mehrdimensionale Probleme 
sind die Lösungen jedoch im allgemeinen nicht mehr überschaubar. Die gewichtete Addition 
der Teilziele überlässt es der subjektiven Wahl der Wichtungsfaktoren, das Optimum über 
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dem gesamten zulässigen Bereich zu verschieben. Die Multiplikation der Teilziele führt bei 
dem vorliegenden Beispiel sogar zu einer von den Variablen unabhängigen Zielfunktion. Die 

Definition von ܨଵ als Hauptziel und die Berücksichtigung von ܨଶ über eine Straffunktion im 
Sinne einer bestehenden Restriktion liefert eine objektive und von den Verknüpfungsparame-

tern weitestgehend unabhängige Optimallösung. 

Als Grundform der Zielfunktion wird daher ܼሺܺሻ = ሺܺሻܨ + ∑ ሺܺሻ൯ܨ൫ܩ  
gewählt. 

Berücksichtigung der Restriktionen im Zusammenhang mit den Suchverfahren 
Die Realisierung der Restriktionen steht in unmittelbarem Zusammenhang mit dem zur An-
wendung kommenden numerischen Suchverfahren. Bild 2.357 gibt eine grobe Charakterisie-
rung der Verfahrensgruppen. 

 

Bild 2.357  Klassifizierung der Suchverfahren 

Der Hauptunterschied zwischen den Plan- und Stochastischen Verfahren und den Determi-
nistischen Verfahren besteht im Zustandekommen der Variablenvektoren während des 
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beschränkt sich auf das Speichern bzw. Streichen des jeweiligen Loses für den Variablen-
vektor. Die Deterministischen Verfahren liefern demgegenüber einen aus dem Zielfunktions-
verhalten berechneten Variablenvektor, welcher nur dann die Variablen- und Verhaltens- 
restriktionen erfüllt, wenn diese in entsprechender Weise in die Zielfunktion aufgenommen 
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werden. Die Tendenzen der Entwicklung effektiver numerischer Suchverfahren gehen in 
Richtung der kombinierten Verfahren, wobei in einer ersten Phase die stochastische Suche 
eines günstigen Startpunktes erfolgt, um den herum in einer zweiten Phase deterministisch 
das Optimum bestimmt wird. 

Bild 2.358 zeigt einige prinzipielle Möglichkeiten zur Berücksichtigung von Restriktionen für 
deterministische Suchverfahren. Für lineare und nichtlineare Restriktionen bieten sich die 
Verfahrensweisen des Rücksetzens der Variablen und die Verwendung von Straffunktionen 
an, die zudem mit dem erheblichen Vorteil verbunden sind, in Bezug auf die Restriktionen 
keine strengen Forderungen an das Zielfunktionsverhalten zu stellen. 

 

Bild 2.358  Berücksichtigung von Restriktionen 

In Bild 2.359 sind an einem zweidimensionalen Beispiel (a) beide Möglichkeiten demons-
triert. Der entscheidende Nachteil des Rücksetzens der Variablen (b) besteht in der Möglich-
keit des Festrennens an einer Restriktionswand, da die weitere Minimierung der Zielfunktion 
verhindert wird, sobald keine Komponente der Suchrichtung mehr in den zulässigen Bereich 
weist. Dieser, das Suchverfahren in Frage stellende Nachteil tritt beim Gebrauch von Straff-
unktionen (c) nicht auf. 
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Bild 2.359  Suchverlauf a) am Beispiel ܼሺݔଵ,  ,ଶሻݔ

b) für Rücksetzen der Variablen und 

c) für Verwendung von Straffunktionen 

Für die Anwendung von Straffunktionen existieren mehrere Möglichkeiten, von denen die 
wesentlichsten im Bild 2.360 dargestellt sind. Da die Dimensionierungsproblematik häufig auf 
Randoptima führt, wird der Ungleichungstyp als äußere Form (exterior penaltyfunction) ge-
wählt und zur Kompensation der damit entstehenden Unstetigkeit in der Differenzierbarkeit 
quadriert: 

൫ܩ ݃ሺܺሻ൯ =  ሺߤ ݃ሺܺሻ + | ݃ሺܺሻ|ሻଶ


 

mit ݃ሺܺሻ ≤ 0. 

Die Variablen- und Verhaltensrestriktionen werden nun wie Teilziele in der Strafsumme der 
Zielfunktion berücksichtigt. Die Strafanteile werden bei Verletzung der Restriktionen in der 

Zielfunktion jedoch nur wirksam, wenn sie in der Größenordnung des Hauptzieles ܨሺܺሻ , 
dem sogenannten unbeschränkten Zielfunktionsanteil, liegen. Um dies über entsprechende 

Faktoren ߤ leicht abschätzen zu können, werden die Strafanteile auf den unbeschränkten 

Anteil der Zielfunktion bezogen, wodurch die Straffunktionen ܩ൫ ݃ሺܺሻ൯ dann die Größen-

ordnung von 1 besitzen müssen, um gegenüber dem Hauptziel ܨሺܺሻ wirksam zu werden. 



 

349 

Wird mit ΔX୧ die Wirksamkeitsschranke einer Restriktion, im Sinne einer Restriktionstole-

ranz, bezeichnet so folgt ߤ ≳ 1 ∆ ܺ
ଶ⁄ . 

Eine Abmessungsrestriktion in der Maßeinheit݉, welche ab ∆ܺ = 1 ݉݉ = 10ିଷ݉ scharf 

ansprechen soll, muss damit einen Faktor ߤ ≈ 10݉ିଶ erhalten. 

Bild 2.360  Berücksichtigung 
diskreter Variablen mit Straff-
unktionen 

 
Verwendung diskreter Variabler 

Unter diskreten Variablen werden 
solche Variablen verstanden, de-
ren zulässiger Wertebereich dis-
kret ist. Im Zusammenhang mit 
der Dimensionierung von Werk-
zeugmaschinenstrukturen können 
dies z.B. Führungsbahnabstände 
oder andere konstruktive An-
schlussmaße an typisierte Bau-
gruppen sein. Die Berücksichti-
gung diskreter Variabler ist bei 
Deterministischen Verfahren 
ebenfalls über die Verwendung 
von Straffunktionen möglich. In 
Bild 2.360 ist die Vorgehensweise 
schematisch dargestellt. 

In einem ersten Schritt wird die 
aus dem unbeschränkten Anteil 

 ሺܺሻ, den Variablenrestriktionenܨ

-ሺܺሻ und den Verhaltensrestriktiܩ

onen ܪ൫ܸሺܺሻ൯ gebildete ܼሺܺሻ minimiert. Die Lösung liegt außerhalb der diskreten Werte 

ܺ . In den folgenden Schritten ݇ werden für ܺ ≠ ܺ  jeweils wachsende Strafanteile ݏܳ 
in die Zielfunktion aufgenommen. Die im vorangegangenen Schritt gefundene Lösung dient 
als Startpunkt für die modifizierte Minimum- suche. Nach etwa 3 bis 5 derartigen Zyklen fällt 
dann die Lösung in den optimalen diskreten Wert. 
 
Formulierung der Zielfunktion 
Unter Berücksichtigung der vorangestellten Betrachtungen kann die formale Zielfunktion 
nunmehr wie folgt konkretisiert werden : 

ܼሺܺሻ = ሺܺሻܨிߜ + |ሺܺሻܨ|ோߜ    ∗    ൭ݎ ቆܩ൫݃ሺܺሻ൯ + ܪ ൬ℎ ቀ ܸሺܺሻቁ൰ቇ + ,ܳሺܺݏ ሻ൱ߚ ⇒  !݊݅ܯ

Dabei sind: 

  ሺܺሻܨ ி  Faktor des unbeschränkten Zielfunktionsanteilesߜ

mit ߜி > 0 für ܨሺܺሻ ⇒ ிߜ und !݊݅ܯ < 0 für ܨሺܺሻ ⇒  !ݔܽܯ
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 ோ  Faktor der Straffunktionsanteileߜ

ݎ   Zyklusfaktor der Variablen- und Verhaltensstrafen 

   Zyklusfaktor der diskreten Strafanteileݏ

݇  Diskretisierungszyklus 

Um die gesamte Zielfunktion ܼሺܺሻ dimensionslos und für den Startwert bei der Erfüllung aller 

Restriktionen = 1 zu gestalten, wird ܨሺܺሻ = ܷሺܺሻ ܷሺܺሻ⁄  aus dem Verhältnis des aktuel-

len unbeschränkten ܷሺܺሻ zum Startwert ܷሺܺሻ gebildet. 

Beispiel zum Verfahrensvergleich 
Im Folgenden sind an einem einfachen zweidimensionalen Problem verschiedene Möglich-
keiten der Restriktionsberücksichtigung, des Zielfunktionsaufbaues sowie des Einsatzes un-
terschiedlicher Suchverfahren gegenübergestellt. Es handelt sich dabei um einen einseitig 

eingespannten Biegebalken, modelliert mit zwei Elementen gleicher Länge mit Kastenquer-

schnitt, Bild 2.361. Als Variable wurden die beiden Wandstärken ݏଵ und ݏଶ gewählt. Das 
Volumen ist zu minimieren; die Restriktionen liegen für beide Wandstärken als untere und 
obere Begrenzungen und für die Nachgiebigkeit am Kraftangriffspunkt als obere Schranken 

vor. 

Bild 2.361  Optimierungsmodell 

                          ݅ = 1,2 
 
Im Bild 2.362 sind die Suchschritte bei Ver-
wendung des Verfahrens nach Fletcher-
Powell [36] bzw. extremer Anstiege mit kon-
stanter und zielentfernungsabhängiger 

Schrittweite dargestellt. Die Variablenrestriktionen werden dabei durch Rücksetzen realisiert. 
Die Verformungsrestriktion wird in der Zielfunktion in Form des Gleichheitstypes als abwei-
chungsabhängiger Strafanteil berücksichtigt, womit sich das Pendeln um die Verformungs-
grenze erklären lässt. Bei extremen Anstiegen mit konstanten Schritten und bei Fletcher-
Powell wird deutlich das Festrennen an der Restriktionswand sichtbar, während extreme 
Anstiege mit zielentfernungsabhängiger Schrittweite die Gefahr des vorzeitigen Stopps er-
kennen lassen. 
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Bild 2.362  Suchverlauf am Beispiel für Fletcher-Powell und extreme Anstiege 

Im Bild 2.363 sind das Newton-Verfahren und das Verfahren von Zangwill [37] gegenüberge-
stellt. 

 
Bild 2.363  Suchverlauf am Beispiel für Newton und Zangwill 

Deutlich zeichnet sich in der Höhenliniendarstellung das leicht geneigte und vom Restrikti-
onsgebirge eingeschlossene Lösungstal ab. Beide Verfahren erreichen zielstrebig das Opti-
mum. Die Darstellung des Zielfunktionsverlaufes über der Anzahl der Funktionswertberech-
nungen weist das bessere Konvergenzverhalten des Verfahrens von Zangwill aus. Diese 
Aussage ist jedoch stark von der Anzahl der Variablen und der konkreten Gestalt der Ziel-
funktion abhängig. 
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2.3.3.2 Topologieoptimierung 

 

Bild 2.364  Praktische Anwendung der Topologieoptimierung 
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Bild 2.365  Beispielergebnisse der Topologieoptimierung 

  


